Oposiciones Secundaria Problemas
Matemdticas 2023 Soluciones i Muestra

Problemas
(Muestra)

Problema 1.

Resolver las siguientes cuestiones de divisibilidad:

a) En una batalla en la que participaron entre 10000 y 11000 soldados, resultaron muer-

23
tos 165 del total, y heridos 143 del total. Hallar cudntos resultaron ilesos

b) Hallar el nimero 2™ - 5™ sabiendo que la suma de todos sus divisores es 961.

(Andalucia 1989)

Solucidn:

a) Consideremos N el niumero-total de soldados que participaron en la batalla. Sabemos que
10000 < N < 11000. Ademas como sabemos que el nimero de soldados muertos y heridos es
un ntmero entero, tenemos que 23 - N y 35 - N debe ser divisible por 165 y por 143.

- Como m.c.d(23,165) = 1 = N debe ser miltiplo de 165.

- Como m.c.d(35,143) =1 = N debe ser multiplo de 143.

Por lo tanto;- N debe ser miltiplo del m.c.m(143,165)

143 =11-13
165 =3 -5-11

Luego, N sera el multiplo de 2145 que esté entre 10000 y 11000, que es N = 5 - 2145 = 10725.
De este modo tenemos que 10725 soldados fueron a la batalla.

} m.cm(143,165) = 3-5-11-13 = 2145

Determinemos el niimero de soldados ilesos:

23 23 - 10725
N© soldad tos:—— de 1072 = ————— =14
soldados muertos 165 e 10725 165 95
Total: 1495 4 2625 = 4120 Soldados
35 3510725
0 ] [ — et
N® soldados heridos: 113 de 10725 143 2625

El namero de soldados ileso fue 10725 — 4120 = 6605.
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b) Determinemos la suma de todos los divisores el niimero 2" - 5™ con ayuda de la siguiente
tabla, en la que la dltima columna representa la suma de los divisores de esa fila, que estan
progresion aritmética de primer elemento 1, 5,52, ... y razoén 2

1| 2 22 || 2
1] 1| 2 4 .| 2m it
505 | 10 | 20 || 520 5 (22
52|25 | 2.5% | 2252 | ... | 2".5% | 52 (%St
5™ | 5™ 2.-5m | 22.5m | fonepm | s (Z2EL)

Si sumamos todos los elementos de la dltima columna obtenemos que la suma de todos los
divisores de 2™ - 5™ es:
<5m+1_1) <2n+1_1> _961_312
5—1 2—-1 /) 7

en donde ambos factores son ntmeros enteros al ser suma de nimeros enteros. Tenemos, por
tanto, las siguientes posibilidades:

(ontl _ 1 =31 =2""1 =32 =n =14

Fl 1

kT:31:>5m+1—1=124=>5m+1:125=>m:2

(on+l _ 1 = 961 = 2! = 962 = No existe

5m+l —1
\ 4

(2 —1=2=2""=2=n=0

=14...

5m+1 -1

T 961 = 5™ — 1 = 3848 = 5™t = 3845 = No existe

Por tanto, la es solucion 2% - 52.

Numero y suma de los divisores de un niimero natural:
Sin = pi'-...-pf es la factorizacion canénica de un nimero natural
n > 1, entonces:

s El nimero de divisores de n es
T(n) = (k1 +1) (ka+1) ..o (k- + 1)

s La suma de todos los divisores de n es

kitl ke+1 _ 4 k41 1
O_(n):pl 'p2 T
p—1 p2—1 pr—1

O
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Problema 2.

Se considera el polinomio con coeficientes complejos:
P(z) =22 + (=6 +5i)2° + (9 — 244)z + 18 + 135
a) Calcule a,b,c € C para que P(z) = (2 +i)(az?® + bz + ¢), para todo z € C.
b) Resuelve la ecuacion p(z) = 0.

¢) Dibuge en el plano complejo el tridngulo cuyos vértices son los afijos Ay, As y As de
las soluciones de la ecuacion del apartado b).

d) ¢Qué tipo de tridngulo es?

(Andalucia 2014)

Solucién:

a) Basta con realizar la division P(z) : (z + ). Apliquemos el método de Ruffini:

1 —6+5 9—24i 18+ 13i
i i 6Gi+4 —18— 13
\1 —6+4i 13— 18i 0

Por tanto, P(z) = (z+14)[2* + (=6 + 4i)z + (13 — 18i)] Luego,

a=1 b=—-6+4+4 c=13—-1&

b) P(z) es un polinomio con coeficientes complejos. Por tanto, tiene tres raices contando sus
multiplicidades. Calculemos las dos raices que faltan.

22+ (=6 +4i)z + (13— 18i) =0

6 —4i+\/(—6140)2—4(13 —18]) 6 —4i+ /36— 16 — 48 — 52 + 72

z
> 2
6 — 4i + /=32 1 247 4+i
S > * Z:3—2z'j:\/—8+6z'(é)3—2¢j:(1+3i):{;;
— J1
(1) Calculemos v/—8 + 6i

V—8+6i=a-+bie —8+6i=(a+bi) e —8+6i=a’>—b"+ 2abi
tenemos entonces el siguiente sistema:
—8 =a?— b? —8=a*-0* (1)

6 = 2ab = {6=2ab (2)
V=8 + 6i|?> = |a + bi|? 10=64+36=a2+b (3)
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Sumando (1) y (3) obtenemos que 2a* = 2 y, por tanto, a = +1. Luego b = +3.

De las cuatro posibles soluciones, sustituimos en (2) para ver cudles lo cumplen. Las

soluciones son:
=1 b=3 1434
“ S VBrei=d
a= 3 —-1—-32

Luego las soluciones de P(z) = 0 son:

21:—Z 22:4+Z 23:2—5Z

¢) Los afijos son:
A= (07 _1) Ay = (47 1) Az = (27 _5)

A,

(] 3 3

T
Ay
5

A:&

d) Vamos a clasificar el triangulo segun sus lados y segtin sus angulos:

= Segiin sus lados:

A Ay = Ay — |Ar| =[4+i — (=i)| = |4+ 2i] = V20
Ay = |Az— [Ay] =2 5i — (=i))| = |2 — 4i| = V20

Se trata, por tanto, de un tridngulo isosceles.

= Segiin sus angulos:

Como A; Ay = Ay Az, vamos a determinar en primer lugar el &ngulo de A;. Para ello,
veremos qué angulo 0 hay que girar al punto, As, con centro Ay, para obtener A,.
(25 — 21)e + 21 = 2,
2 —5i — (—i)]e? —i =441

(2 —4i)e” =4+ 2i

1=1

T2-4i (2—4)(2+4) 4+16

Wl

g A2 (A+20)(2+4) 200
(

Por tanto, 6 = g y el angulo de A; es un angulo recto. Luego el tridngulo es un

tridngulo rectangulo.
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Giro con nimeros complejos

Sean z,21,29 € Cy A, A1 y Ay los afijos de
Z, 21 ¥ %9 respectivamente.

Un giro de centro A y angulo 6 transforma
el punto A; en el punto Ay de acuerdo a la
siguiente operacion:

(21— 2)e¥ + 2 = 2

e’ = (cos 0+ i sen 0)
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Problema 3.

1

T 1 0

1 1

a0 T 1

1 1 1

3! 2! 1!

1 1 1 1

n!  (n—1)! (n—2)! (n-3)!

Calcule el valor del siguiente determinante de orden n € N:

(Aragon 2014 y Melilla 2018)

=

Solucién:

Para los primeros valores de n € N tenemos:

Sospechamos, por tanto, que

A’IL

1
— neN

n!

B W= ==

W= 2= =
= = O

—

Hagamos la prueba por inducciéon. Supongamos que es cierto para todo n < k— 1 siendo k > 2.
Veamos que se cumple para n = k.

Al desarrollar A, por la primera fila tenemos:

Ay =

. Al

= = 2=

T e

(k—2)!

¢ N 2le
|- = O

< .

i 1

(k—3)!

1
1!

Ahora, desarrollamos este tltimo determinante de orden k£ — 1 por la primera fila, obteniendo:

Ap = A1 —

1
2!

Ao +

A e

e e L

1

(k—3)!

= = o

P

1

(k—4)!

1
1!

siendo este un determinante de orden k —2. Si llamamos B,, al siguiente determinante de orden

n,paran =12 ... k—1

6
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1
(k—n+1)! 1 0 0
1 1 1
(k—n+2)! 1!
1 1 1
B, = (k—n+3)! 21 iy 0
1 1 1 1
! (n—1)! (n—2)! 1l
Aplicando el razonamiento recurrente hasta el final, obtenemos:
1 1 1
Ay =Ap1 — B = Ay — 5141@72 + Bjilo = Ap_1 — EAk72 + 5141@73 — By_3
1 1 (—1)k—2
= =Ap 1 — A o+ A 33— ..+ ———FA —-1k1B
1T ) k2+3! k-3 +(k:—1)! 1+ (—1) 1
. . . . 1 1
Como por hipoétesis de induccién; ‘A, = —sin= 1,.,.k—1y By = =k resulta que:
n! !
1 1 1 (—1)k2 (—1)kt
Ap = — — +
We=1)1 20(k-=2)! 3k —3)! (k — 1)! k!

Dado que

0= (-0 0)- @=L C)- €)oo ()]

deducimos que

1
Probando asi que A,, = —~
n!
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