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1. Introducciéon

En las primeras civilizaciones como la griega, la babilonica o la egipcia, existian algunos proble-
mas que no hacian cuestién a una cantidad fija, pudiéndose considerar este tipo de problemas
como antecedentes muy remotos de las ecuaciones. Sin embargo, la primera civilizacion que
tratd la ecuaciones de primer grado de forma mas rigurosa fue la civilizacion-arabe en“el siglo
IX de la mano de Al-Kowarizmi en su obra “Al-jabr w’al-muqawallah”. En este obra es donde
aparecen por primera vez las formulas generales de resolucion de las ecuaciones de primer y
segundo grado.

La dificultad de las ecuaciones se produjo al intentar resolver ecuaciones de grado mayor que 2,
a lo cual dedicaron su esfuerzos bastantes matematicos italianos del siglo XVI. Nicolo Fontana
consigue la formula de resolucion general a partirde un desafio de un colega, y Ludovico Ferrari
logra resolver la cuartica utilizando el método de Tartaglia como auxiliar. En esta época la
invencion de lo simbolos algebraicos fue gradual, asociando gran parte de la notacién simbdlica
de las ecuaciones a Vieté.

2. Ecuacliones

Entendemos por ecuacién con una incognita en un cuerpo K a toda expresion de la forma
f(z) = 0 donde f(x) esuna funcion de K en Ky 0 es el elemento nulo de la ley de composicion
interna en K, siendox la variable independiente o incégnita.

Consideraremos a lo largo del tema las ecuaciones en el cuerpo de los niimeros reales R, aunque
el caracter del resultado puede ser mas general.

Llamamos solucién de una ecuacion f(z) = 0 a todo elemento del cuerpo o € K que verifique
que f(a)=0.

2.1.- Tipos de ecuaciones

Las ecuaciones se clasifican atendiendo al tipo de funcién f(z) del que proceden. Pueden ser:

— Algebraicas: cuando en la funcién f(z) la variable independiente x estd sometida una
o varias veces a un numero finito de operaciones suma, resta, multiplicaciéon, division,
potenciacion de exponente natural y radicalizacion. A su vez, las podemos clasificar como:

e Racionales: cuando x no aparece ninguna vez bajo el signo radical. Pueden ser, a
su vez:

* Enteras: cuando x no aparece como divisor.

x Fraccionarias: cuando x esta en el divisor.

e Irracional: cuando = aparece bajo el signo radical.

— Trascendentes: cuando no son algebraicas.

2 http: //oposicionesparasecundaria.com/
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En resumen:

Enteras 2°+2xz+1=0

. Racionales . . 1 )
. Algebraicas Fraccionarias -——=0
Ecuaciones r+1 2

Irracionales x+5—-8=0

\Tcmscendentes 3F*F—-8=0

2.2. Ecuaciones equivalentes

Definiciéon. Dos ecuaciones se dicen equivalentes cuando toda solucion de la primera es
solucion de la sequnda y viceversa.

Para obtener ecuaciones equivalentes a una dada, podemos realizar transformaciones del tipo
sumar o multiplicar por un niimero distinto de cero en ambos miembros de la igualdad.

Si elevamos ambos miembros a la misma potencia, obtenemos otra ecuacién con todas la raices
de la primera ecuacién y, quizas, alguna mas.

3. Ecuaciones polinémicas
En este apartado nos encargaremos de la resoluciéon de ecuaciones polinémicas en R. No obstan-
te, comentaremos-aspectos importantes de las soluciones complejas de este tipo de ecuaciones.

Definicion. Se llama ecuacidon polindmica de grado n (n € N) con una incégnita x a la
ecuacion que se reduce a la forma

At + ap 12" P+ . ax+ag=0

CON sy 1, ..., 01,00 € R y a, # 0.

Desde el punto de vista de los polinomios, el concepto de soluciéon de una ecuaciéon polinémica
coincide con el concepto de raiz del polinomio. Utilizaremos ambos términos a lo largo del tema.

Estudiemos las soluciones de una ecuacién polinémica dependiendo del grado del polinomio
asociado.

3.1. Ecuacién de primer grado o lineal

Una ecuacion de primer grado siempre se puede escribir de la forma

ar +b=0
b

por lo que trivialmente su solucion serd x = ——.
a

3.2. Ecuacién de segundo grado o cuadratica

La forma general de una ecuaciéon de segundo grado es

ax’+br+c=0

http://oposicionesparasecundaria.com/ 3
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Con objeto de determinar las raices de la misma, es decir, la formula mediante la cual son
determinadas las soluciones, efectuamos el siguiente proceso:

ax’ +bxr+c=0

azr® + br = —c
4a’2* + dabr = —4ac
4a*x* + dabx + b* = —dac + b
(2az + b)? = £Vb? — dac
b+ VP —dac

2a
Acabamos de deducir la formula general para resolver una ecuacién de segundo grado.

T

El ntimero de soluciones reales de esta ecuacién depende del valor b* — 4ac, que llamamos
discriminante, y lo denotamos A.

— Si A > 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales.
— Si A =0, la ecuacioén tiene una unica solucién real doble.

— Si A <0, la ecuacién no tiene soluciones reales.

Si consideramos la ecuacion en el cuerpo C es evidente que la ecuacion siempre tiene dos solu-
ciones complejas pues en dicho cuerpo podemos calcular raices cuadradas de nimeros negativos.

Ecuaciones bicuadradas:

Una ecuacién bicuadrada tiene la forma
ar’ +bx" +c=0

si en ella efectuamos el cambio de variable t = 2™, obtenemos la ecuacion cuadratica at?>+bt+c =
0, que-ya sabemos resolver. Para cada solucién ¢ de esta ecuacion, las raices de la ecuacion
bicuadrada vendran dadas por la formula:

e

3.3. Ecuaciones de tercer y cuarto grado
A las ecuaciones de tercer grado también se les conoce como ciibicas y tienen la forma
3 2 _
axr® +bx"+cx+d=0

Para determinar la formula de resolucion, podemos suponer que a = 1 sin mas que dividir toda
la ecuaciéon por a. Asi pues tenemos

P +d?+Vr+c=0

Haciendo el cambio de variable

obtenemos una ecuacién sin término de grado dos
13 /
%4+ pr'+q=0

4 http://oposicionesparasecundaria.com,/
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Haciendo ahora el cambio de variable ' = u 4+ v y agrupando términos obtenemos que:
(u+v)* +plu+v) + ¢ = u* + 3uv + 3uv® + v* + pu +v) + ¢
= (u® +v*) + 3uv(u +v) + p(u +v) + ¢
=W +v*)+ Buw+p)(utv)+q=0

Exigiendo la condicién 3uv + p = 0, es decir, 3uv = —p, tenemos que u® + v* = —¢. Por tanto,
3
3,3 p 3 3
u’v® = —=— 1 v = —
57 1” + q

Haciendo uso de las Formulas de Cardano-Vieté, que veremos mas adelante, tenemos que u® y

v son las raices de

3

P
t4qt—2==0

T4 57

Obteniendo los valores de u® y v3, tenemos los de u y u. Deshaciendo los cambios de variable
se obtienen las soluciones de nuestra ecuaciéon original.

En la ecuaciones de cuarto grado, también existe formula para obtener la solucién. Sin embargo,
en el primer tercio del siglo XIX, los matematicos Abel y Galois probaron que no existe un
método para calcular la solucidn de una ecuacion polindmica de grado mayor o igual que 5.

3.4. Ecuacién general polinémica

3.4.1. Raices racionales de una ecuacién polindmica con coeficientes enteros

Paolo Ruffini fue otro gran matemaético implicado en la demostracion de que las ecuaciones de
grado superior a 4 no eran resolubles en general, aunque no llegara a culminar la demostracion
de este hecho. Sin embargo, de sus investigaciones surgié el método de division que lleva su
nombre, que puede servir para encontrar divisores de primer grado de un polinomio, o lo que
es lo mismo, soluciones de su ecuacién asociada.

Proposicion. FEs condicion necesaria y suficiente para que x = r sea solucion de la ecuacion
polinomica
™ + Gy P a1 +ag =0

que P(r) = a,z" + ap_12" 1 + ... + ayx + ag sea divisible por x — r.

Demostracion.

Como P(z) = (z—7r)Q(z)+R, se tiene que si & = 1 es raiz del P(z), entonces Q(r)(r—r)+R = 0,
lo que implica que R = 0.
)

Reciprocamente, si P(z) es divisible por = — r entonces tenemos P(x) = (z — r)Q(x) y, por
tanto, P(r) = (r — r)Q(r) = 0. Luego r es raiz de P(x). O
Si tenemos entonces una ecuaciéon polindémica de grado superior a cuatro podemos probar a
buscar una solucién por el método de Ruffini, probando a dividir hasta que el resto nos de 0.

Sin embargo, esto no es en absoluto practico cuando los coeficientes del polinomio son niimeros
racionales si no sabemos nada sobre las soluciones buscadas. El siguiente resultado nos permitira
determinar también la raices racionales de la ecuacién si existen.

D ., . . . _
Teorema. Si = es una raiz racional irreducible de P(z) = a,a™ + +a,—12" Ly +ax+ ao,

q
entonces q divide a a, y p divide a ag.

http://oposicionesparasecundaria.com/ )
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Demostracion.

Sea £ con p Yy ¢ primos entres si, una raiz de P(x). Sustituyendo en P(z) tenemos:
q

n n—1
n, (1—)> + A1 <]3> + .o tar <E> +ag=0
q q q

anp" + an_lp"_lq + ...+ alpq”_l + apq" =10

de donde deducimos que:
no__ n—1 n—2 n—1
anp" = —q(an-1p"" + ... t@ipg" "+ aog")

apq" = —p(anp"’1 4+ ..+ alq”’l)

n

anpn aoq
y

q p
como p y ¢ son primos entre si, ¢g'divide a a,, y p divide a ay. O]

Como ag, ay, ..., G,_1, Gy, P, q SON NAMeEros enteros, entonces son nimeros enteros y

Cuando la ecuacion algebraica tiene coeficientes racionales, es posible que alguna de sus raices
sea racional. Si multiplicamos todos los coeficientes por el minimo comdn multiplo de los deno-
minadores, obtendremos, una ecuaciéon algebraica con todos sus coeficientes enteros. Aplicando
el teorema anterior podriamos encontrar las soluciones racionales.

Definiciéon. Diremos que que una ecuacion polindmica P(x) = 0 tiene a r como raiz miltiple
de orden m si existe Q(x) polinomio de grado n —m tal que

Pr) = (z —r)"Q(z)
con Q(r)# 0.

3.4.2. Teorema Fundamental del Algebra

El Teorema fundamental del algebra establece que todo polinomio con coeficientes complejos
(en particular reales) tiene al menos una raiz que puede ser real o compleja. Como consecuencia
del teorema tenemos el siguiente resultado

Proposicion. Una ecuacion algebraica de grado n tiene eractamente n raices en el cuerpo de
los nimeros complejos, contadas cada una con el orden de su multiplicidad.

Ademés de que el nimero de soluciones entre reales y complejas es n, las complejas se presentan
a pares, es decir, si un nimero complejo z = a+ b es solucion, entonces su conjugado z = a — bt
también. Por tanto, si el polinomio es de grado impar, tiene al menos una raiz real.

3.4.3. Foérmulas de Cardano-Vieté
Sea P(x) = a,x" + ap_12" ' + ... + a17 + ap € C un polinomio de grado n (a, # 0) y sean
1,79, ..., € C todas las raices de P(x). Llamando oy, 09, ..., 0, a las funciones elementales de

las raices se tiene que:

6 http://oposicionesparasecundaria.com,/
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Ya hemos explicado al principio del tema que una ecuacion f(x) = 0 se clasifica segin el tipo
de funciéon f(z). Hagamos ahora un-resumen de los tipos de ecuaciones mas comunes y sus

métodos de resolucion, que pasan todos por convertir la ecuacion inicial en algebraica.

— Ecuaciones Racionales. Si f(z) estd compuesta por fracciones algebraicas, hallando el

m.c.m de los denominadores podemos convertir todas las fracciones a un denominador

P(x)

comun, obteniendo una tunica funciéon g(z) = 00 cuyas soluciones seran las soluciones
x

de P(x) y habremos convertido la ecuacion inicial en algebraica.

Ecuaciones Irracionales Si f(z) es irracional, despejando secuencialmente las raices
que contengan la incognita para luego elevar ambos miembros de la ecuacion al indice de
la raiz. Con esto se conseguira convertir la ecuacion inicial en dos miembros que seran
ambos polinomios, luego la ecuacién inicial se convertira en algebraica.

Ecuaciones exponenciales. Aplicando las propiedades de las potencias, se debe con-
sigue que todas las potencias en cuyo exponente aparezca la incognita, acaben teniendo
igual base e igual exponente. Entonces se aplica un cambio de variable como antes: la po-
tencia tnica que acabamos de mencionar es igual a la nueva incognita, lo que convertira
la ecuacién en una racional o en algebraica directamente.

Ecuaciones logaritmicas. Se aplica exactamente el mismo método que en las exponen-
ciales, solo que aplicando las propiedades-de-los'logaritmos, asi que en lugar de conseguir
una potencia tUnica para aplicar un cambio de variable, se consigue un logaritmo tnico.
Puede ocurrir que, en ocasiones, se pueda convertir la ecuacion logaritmica en exponencial,
aplicando la relaciéon entre logaritmo y potencia.

Ecuaciones trigonométricas. Para resolverlas, se usan las féormulas de trigonometria
para lograr que la ecuaciéon contenga una tinica razon trigonométrica afectando a la incog-
nita. Entonces se aplica un cambio de variable consistente en decir que la incognita es esa
razon trigonométrica tinica. Hecho esto se tendra una ecuacion con una incégnita afectada
exclusivamente por operaciones algebraicas, es decir, se tendra una ecuaciéon de alguno
de los tipos anteriores, y se le aplicara el método que corresponda. O serd algebraica
directamente.

http://oposicionesparasecundaria.com,/ 7
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5. Aproximacion numérica de raices de una ecuacion cual-
quiera

Distingamos dos etapas de resolucion aproximadas de estas ecuaciones:

a) Localizar las raices o separarlas, que consiste en encontrar en encontrar un intervalo en
el que solamente haya una raiz o solucion.

b) Aproximar la raiz en dicho intervalo, que consiste en tomar como valor aproximado de
una raiz « de f, el valor @ € D. Llamamos error de aproximacién a e = |a — «.

5.1. Separacioén de raices

Los siguientes resultados nos permiten encontrar un intervalo en el que la ecuacion tenga una
tnica solucién.

Teorema. (Teorema de Bolzano) Si una funcion f : R — R estd definida y es continua
en un intervalo cerrado [a, bl y. f(a)- f(b) <0, entonces existe al menos un valor ¢ € |a, b] tal

que f(x) =

Proposicion. Se f una funcidn continua en el intervalo [a, b] y derivable con derivada de signo
constante en (a,b). Entonces:

a) Si f(a)- f(b) <0, f(x) =0 tiene una tinica raiz en (a,b).
b) Si f(a)- f(b) > 0,la ecuacion no tiene ninguna raiz en (a,b).

Demostracidn.

a) Si f(a) - f(b) < 0, por el teorema de Bolzano, Ja € (a,b) de modo que f(a) = 0.
Como f'(z) es de signo constante, tenemos que si f'(z) > (<) 0 en (a,b), entonces f es
estrictamente creciente (decrec1ente) en (a,b)y f(z) < (>)fla)Ve<ay f(z) > (<) f(a)
Va>a.

b) Si f(a) - f(b) = 0, supomendo que f'(z) > 0, es decir, f creciente en (a,b), obtenemos
que fla) < f(z) < f(b). Si f(a) y f(b)son positivas (negativas), también lo es f(x) V
€ (a,b).

]

Proposicion. Si f es continua y derivable en (a,b) y 1 y x2 son dos raices consecutivas de
)
f'(x), entonces, a lo sumo, existe una raiz de f(x) en (xy1,z3).

5.2. Aproximacién de raices

Para obtener una aproximacion ¢ de una raiz de f(z) = 0 se procede del siguiente modo:

19 Localizamos un intervalo en el haya una tnica raiz con los métodos que acabamos de
mencionar.

8 http://oposicionesparasecundaria.com,/
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2° Calculamos con algin criterio del los que veremos a continuacion un nimero c;. A pesar
de desconocer el valor a que cumple f(«) = 0, podemos determinar si |a — ¢;| < e. Si
esto es cierto, tomamos como aproximacion de «a a c;.

3° En caso contrario, elegimos otro valor ¢y y repetimos el segundo paso.

Existen distintos métodos para encontrar aproximaciones de raices. Algunos de ellos son los
siguientes:

Método de la biseccidén:

Una vez que tenemos localizada una tnica raiz de f(x) =0 en un
intervalo [a, b] y que se verifica que f(a) - f(b) < 0, consideramos

\ _a+b

C1 = 9

Si f(c1) =0, hemos acabado y ¢; es la raiz. En caso contrario, la
raiz o verificard que o € (a,c1) o o € (¢4, b) dependiendo de si

a o o b f(a) <f(c1) <00 f(a)- f(e2) < 0. Sea [ay, by] el nuevo intervalo

en el que esta a.

Fijado el error € que estamos dispuesto a asumir, si by — a; < ¢,

«—> by —ay
«—> tomamos o =

A 4

. En caso contrario repetimos el proceso

hasta encontrar bien un valor ¢, que sea raiz o un intervalo |a,, b
P P> ¥P
que tenga una longitud menor que €.

Cota de error

Por la forma del método, en el paso n—ésimo tenemos que la longitud del intervalo [a,, b,] es

b—a
= on
L : : an + by,
Tomando como aproximacion el punto medio del intervalo ¢, = 7 tenemos que
1 b—a
’05 . Cn—|—1| S i(bn v an) = on+1

Método de la Regula-Falsi:

Una vez que tenemos localizada una tnica raiz de f(x) =0 en un
intervalo [a,b] y que se verifica que f(a) - f(b) < 0, elegimos ¢
como la abscisa del punto de corte del eje OX con la recta que
pasa por (a, f(a)) v (b, £(8))

Si f(c1) =00 f(c1) no nos da la aproximacion requerida,
repetimos el proceso con el intervalo [ay, ¢1] o [c1, b1] segin sea
fla)- f(er) <00 f(a)- f(er) <O.

Al contrario que en el método de la biseccién, no podemos
calcular la anchura del intervalo [a,,, b,]. Atn asi, una manera de
parar el el proceso seria evaluar f(c,) y ver si |f(c,)| < e.

http://oposicionesparasecundaria.com/ 9
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Método de Newton-Raphson o de las tangentes:

De nuevo, debemos localizar un intervalo [a, b] en el que

solamente haya una raiz de f(x) = 0. Ademaés, en este método

debemos exigir que f sea derivable en (a,b). La forma de

proceder en este método es:

Elegimos uno de los extremos del intervalo [a,b] que denotamos c.

Consideramos la tangente a la curva y = f(x) en el punto

(¢, f(¢)) v tomamos como primera, aproximacion de « el punto de
G 5 corte de dicha tangente con el eje OX, que llamaremos c;.

La ecuacion de la tangente a la curva y = f(x) en (¢, f(c)) es

y—fle)=f()(x—0)

Al intersecar con el eje OX obtenemos que

f(e)
Ci =C—
f'()
Procediendo sucesivamente obtenemos una sucesion de puntos {c,} tales que
o= flen1)
=, — 1=
" " f/(cnfl)

El siguiente teorema nos establece las condiciones bajo las cuéles {c,} — a.

Teorema. Sea-f(x) una funcion definida en el intervalo [a,b] que verifica:

» f(z) tiene una sola raiz en [a,b]

= fla)- f(b) <0

f es derivable, al menos, hasta el orden 2

fl(x) 0V z € (a,b)

f"(x) es de signo constante en (a,b)

y tomando como extremo ¢ aquel que verifica que signo f(c) = signo f”, entonces la sucesion
{cn} construida anteriormente verifica que {¢,} — «

Método de la aplicacién contractiva:

Definicion. Una aplicacion g definida en [a,b] se dice contractiva cuando:

a) g es derivable en (a,b)
b) 3k e (0,1) tal que |¢'(x)] <k V x € (a,b)

Veamos en qué consiste este método:

Dada una ecuacion f(x) = 0 en un intervalo [a, b], obtenemos una ecuacion de la forma z = g(x).
Tomamos un valor ¢ € [a, b] construimos la sucesion ¢; = g(c), ca = g(¢1),... Esta sucesion {¢,}
verifica:

10 http://oposicionesparasecundaria.com,/
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Proposicion. Si f(z) tiene una dinica raiz en [a,b] y g(x) es contractiva, entonces ¥ ¢ € [a,b],
la sucesion {c, = g(cn_1)} — «.

Cota de error

Sea « la raiz de f(z) = 0y, por tanto, el punto fijo & = g(«). Por el teorema del valor medio
del calculo diferencial tenemos que

g(r1) — g(x2)

g (z2) = pra—— con xo € (19, 11)
por tanto,
g(x1) — g(x0) = ¢'(w2) (21— w0) < k(1 — 70)
luego
e =l = |g(en) — g(@)] < kley = af = Elg(ca1 — g(@))| < klep1 —a| = ... < k"o —ql

6. Aproximacion de raices de una ecuaciéon polinémica

Como las funciones polindémicas son funciones derivables hasta cualquier orden, todo el estudio
de acotacion y aproximacion visto anteriormente es valido para polinomios.

No obstante, veamos otros métodos especificos para ecuaciones polinémicas.

6.1. Acotacion de raices

Supongamos que el polinomio P(x) = a,z" + an,lx”_l + ...+ a1x + ag con coelicientes enteros
no tiene raices racionales, pues podriamos haberla encontrado con la teoria ya vista.

Acotar las raices de una ecuacion polinémica consiste en encontrar dos ntimeros reales M y m,
de-manera que todas las raices de la ecuacion se encuentren en el intervalo (m, M), es decir,
que M sea cota superior de todas las raices y m cota inferior de las mismas. Empezaremos
por determinar la cota superior del conjunto de raices de una ecuacion algebraica para lo que
existen varios métodos:

Método de acotaciéon de Laguerre

Teorema. Si al dividir el polinomio P(x) por x — a siendo a > 0, todos los coeficientes del
polinomio cociente y resto son no negativos, entonces a es cota superior de las raices de P(x)

Demostracion.

Por la divisiéon euclidea de polinomios tenemos que:
P(z)=C(z)(x —a)+r

Como C(x) tiene todos sus coeficientes positivos, C'(z) > 0V z > 0.

Como a > 0, si > a entonces x —a > 0, C(z) > 0y r > 0. Por tanto, P(z) > 0y a es cota
superior de las raices. O
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Método de Newton

Teorema. Sia es tal que P(a), P'(a), P"(a),...,P™(a) son positivas, entonces a es cota superior
de las raices de P(x).

Para determinar una cota inferior, basta con tener en cuenta que la ecuacion P(—=z) =0 tiene
las raices opuestas de P(z) = 0. Luego, si a es cota superior de las raices de P(—z), —a sera
cota inferior de las raices de P(z) = 0.

6.2. Separacion de raices

Veamos dos métodos para separar las raices del polinomio.

Método de Sturm

Sea P(z) un polinomio con coeficientes enteros de grado n. Construyamos la sucesion siguiente:
calculamos P'(z) y efectuamos la division P(x) entre P'(x) siendo Qi(x) y Ry(x) el cociente
y el resto de la division. Llamamos P;(z) = —R;(z). Ahora dividimos P'(z) entre Pi(x) y
repetimos el proceso.

El método de Sturm dice que dado un polinomio P(z), sin raices multiples en un intervalor
[a,b] tal que P(a) - P(b) # 0, construimos la sucesion

{P(x), P'(x), Pi(x),..., P,(x)}

El nimero de raices de P(z) =0 en (a,b) es V(a) — V(b) siendo
V(a) = Var{P(a), P'(a), Pi(a), ..., Py(a)}

donde Var indica las variaciones de signo del conjunto.

Si P(z) tuviese raices miltiples en [a,b], P'(z) también tendria esas raices multiples y serfan
raices de' Q(z) = m.c.d(P(x), P'(z)) y dividiendo por Q(z) estamos en el caso anterior.

Método de Budan-Fourier

Teorema. (Teorema de Budan-Fourier) Sea P(z) un polinomio de grado m y a < b con
P(a) - P(b) # 0 (ninguno raiz de P(x)). La cantidad de raices reales de P(x) contadas con su
multiplicidad es menor o igual a S(a) — S(b); y es congruente a este nimero mddulo 2 (misma
paridad), siendo

S(a) = Var{P(a), P'(a), ..., P (a)}
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